Wend Werner Thomas Timmermann

Ubung zur Mathematik fiir Physiker 1
Blatt 12

Abgabe bis Do, 22.01., 13 Uhr

Aufgabe 1 zur Bearbeitung in der ["Jbung
Aufgaben 2-4 zur selbstédndigen Bearbeitung

Aufgabe 1. (a) Bestimmen Sie die Untersumme der Exponentialfunktion beziiglich
der dquidistanten Zerlegung des Intervalls [a, b,

h—
3. ={to,...,tn} mit tx=a+k a’
n

und zeigen Sie mit Hilfe der Formel fiir geometrische Summen:

§(6Xp, Bn) ==

Losung: Da exp monoton wachst, ist

§(€Xp7 3n> = Z_: f(tk>(tk+1 — tk) = Ak e(a+kb7Ta)
k=0

(b) Zeigen Sie, dass

— 1 1
lim b—a - und  lim S(exp,3,) =e¢

_ b
n—oo N 1—qn exp’(()) n—00

—e®.

Lésung: Setze hy, := (b — a)/n. Weil lim,,_,o h, = 0, gilt
b—a 1 h,

li = li
nheo n 1 In nS00 exp(0) — exp(hy,)

h 1
— i — — 1.
B exp(0) — exp(h) exp’(0)

Aufgabe 2. Seia > 0 und f: [a,b] — R gegeben durch f(z) = z° mit ¢ € R,
und sei

2] b
3” - {t07 cee )tn} mit tk; — aqu und qn = —.
a

Zeigen Sie:
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(a) Im Fall ¢ > 0 gilt

— 1 +1 +1 : bt — !
S(f,3.) = qu (07 —a) und - Jim S(f,3,) = ————
Lésung: Es gilt (1 Punkt)
S5(f,3n) = Z S(te) (terr — ti)
— Z acqzc aqn 1)
a1 1= gt a“tt — pett
:(Qn—l)a '1_—%%“:(qn—l)l_—qg+1

und mit Bernoulli-I’'Hospital folgt, weil lim,, ., ¢" = 1, (1 Punkt)

I -1 . r—1 1
noo gt — 1  amlzetl — 1 41

(b) Im Fall ¢ = —1 gilt

— b
S(f,3,) =n(g,—1) und lim S(f,3,) =In-.
n—oo a
L tlng o
(Hinweis: q, = e=™a, und was ist lim ———7).
t—0 t
Lésung: Es gilt (1 Punkt)
n—1 1
S(f3n) = _kan(qﬂ —1) =n(g, — 1).
o Yln
Daraus folgt (1 Punkt)
lipt tln 2
— . enla—1 . e'ma—1 b
M U5 = Jim e =gy =y

Aufgabe 3. (a) Sei f: [a,b] — R monoton wachsend. Zeigen Sie, dass fiir die
dquidistante Zerlegung 3,, = {to,...,t,} mit t, = a+ k(b — a)/n gilt, dass

S(£.3,) - 8(1.3,) = LS @0 =)

und folgern Sie, dass f Riemann-integrierbar ist.

Lésung: Die Monotonie impliziert (1 Punkt)

n—1

5(£.30) = (. 30) = =53 (Flteer) — F(1))

n
k=0

(f(b) = f(a)) == 0.

_b—a

n
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(b) Zeigen Sie, dass die Funktion g: [-1,1] = R,

g(x)z{o’ - z=0,

2 1
2z8in % — ~cos -, = #0,

eine Stammfunktion G besitzt, aber nicht Riemann-integrierbar ist.
(Hinweis: G(0) = 0 und G(x) = 2 - h(1/2?) fiir x # 0 fiir eine geeignete
Funktion h. Priifen Sie, dass G'(0) = g(0)!)

Losung: Der Ansatz liefert fir z # 0
G'(x) = 2x - h(1/2?) — 2% - 202K (1/2%) = 2xh(1/2?) — 2/xh/(1/2%) = g(x)
fir h = sin. (1 Punkt) An der Stelle 0 ist
G'(0) = lim ——2> = lim:csini2 =0=g(0),
250 T 20 T

weil |sin 5| < 1 fir 2 # 0. (1 Punkt) Somit ist G eine Stammfunktion
von g.

Aber g ist nicht 1ntegr1erbar Well g nicht beschrankt ist. Zwar 2z sin 2 ist

beschrankt, aber nicht —= cos = — fir z,, :== (2nm)~ 1/2 st lim,, o0 f} cos 3:12 =

lim,, 00 2(2n77)1/2 = 0. (1 Punkt)

Aufgabe 4. Zeigen Sie mit partieller Integration und Induktion, dass

€ |
n o | n+1 k;n_ .
/1 (Inz)"dx = n!( +e E 1 fir alle n € N.

(Hinweis: Setzen Sie u(x) = x.)

Losung: Die Formel stimmt offenbar fiir n = 0. Angenommen, sie gilt fiir n — 1,
dann folgt mit partieller Integration

e (5} 1
/ In" zdx = [z In" z]] — / z—nln""' zdr
1 1

T

€
=e— n/ In"! zdx
1

nl
:n‘ n+1+e§: nk

Per Induktion folgt die Behauptung.



