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3 Der steinige Weg zu den natiirlichen Zahlen

Bisher kennen wir nur Mengen, die ihrerseits aus Mengen bestehen, die ihrerseits ... und
so weiter, bis man stets bei der leeren Menge ankommt.

In den nachsten Vorlesungen zeigen wir, dass die Zermelo-Fraenkel-Axiome ausreichen, um
die Zahlen mit ihren Rechenoperationen zu konstruieren — zuerst die natiirlichen, dann die
ganzen, rationalen und reellen.

Als Hilfsmittel benotigen wir dazu Abbildungen und Relationen, die Beziehungen zwischen
Elementen einer oder verschiedener Mengen beschreiben.

3.1 Relationen

Wie kann man Beziehungen zwischen Elementen einer oder verschiedener Mengen men-
gentheoretische erfassen?

House of Capulet

Friar Laurence

\ Romeo — Benvolio
\ /
Capulet
Montague
\ Ruling house of Verona
Escalus —  Mercutio
I /

Paris

Idee Eine Art von Beziehung ~ beschreibt man durch die Menge

{(xiy) ix~y}.
Zuerst zeigen wir, dass aller Paare (x,y) mit x € a und y € b fiir vorgegebene Mengen
a, b wieder eine Menge bilden:
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Lemma. Seien a und b Mengen. Dann gibt es genau eine Menge ¢ mit
VavbacVz : (z € ¢) & (IxTy 1 z = (x,Y)).
Diese Menge ¢ wird das kartesische Produkt von a und b genannt und mit a x b bezeichnet.

Beweis. Wir bilden

{x} x b:={(x,y) : y € b} fiir jedes x € a
—_———

ex. nach 2.7

und dann

C::U{{X}xb:xéa}:{(x,y):xea,yeb}. O

ex. nach 2.7

Nun konnen wir Beziehungen bzw. Relationen zwischen Elementen einer Menge beschrei-
ben. Wichtig sind dabei Aquivalenz- und Ordnungsrelationen.

Definition. Eine Relation auf einer Menge a ist eine Teilmenge R C a x a. Man schreibt
so eine Relation R auch oft mit einem Zeichen wie ~ in der Form

x~y&s(xy)eR.
Eine Relation heilst
e Aquivalenzrelation, falls sie

— reflexiv (< Vx @ x ~ x),
— symmetrisch (< Vx,y i x~y — y ~ x) und

— transitiv (< Vx,y,z: (x~y Ay ~Zz)— x~ z)Iist.
e Halbordnung oder partielle Ordnung, falls sie reflexiv, transitiv und
— antisymmetrisch (& Vx,y i (x ~y Ay ~x) = (x =y)) ist;

e (totale) Ordnung, falls sie eine Halbordnung ist und zusatzlich je zwei Elemente
vergleichbar sind: Vx,y € a: x ~yVy ~ X.

Beispiele
Auf der Menge der natiirlichen Zahlen definiert

e m<n:& mteiltn eine Halbordnung
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e m~ n:< n— mist durch 5 teilbar eine Aquivalenzrelation
Fir eine Menge a von Mengen definiert
® X ~ y & es gibt eine bijektive Abbildung x — vy eine Aquivalenzrelation

e x < y & es gibt eine injektive Abbildung x — y keine Halbordnung (nicht
antisymmetrisch!)

e x<y&xey keine Halbordnung (nicht reflexiv)

e x<y&xCy eine Halbordnung

3.2 Konstruktion der natiirlichen Zahlen

Die wesentlichen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen wurde von Peano axiomatisch for-
muliert.

Die Peano-Axiome der natiirlichen Zahlen
Die natiirlichen Zahlen sind gegeben durch

(i) eine Menge IN mit
(ii) einem Element 0 € IN und

(i) einem Element s(n) € IN fiir jedes n € IN
(den Nachfolger von n)

so, dass folgende Axiome gelten:
Giuseppe Peano

(iv) fiir alle n € IN gilt s(n) #0 (1858-1932)
(v) (Eindeutigkeit des Vorgangers) fiir alle m,n € N mit s(m) =s(n) gilt m=n
(vi) (Induktionsprinzip) fiir jede Menge X mit 0 € X und (n € X) — (s(n) € X) gilt
NCX
Wie zeigt man die Existenz der natiirlichen Zahlen? Wir definieren
0:=0 und s(x):=xU{x} fir jede Menge x, (1)
und erhalten die natiirlichen Zahlen als O und deren (iterierte) Nachfolger:
1:=5(0)=0U{0} = {0} = {0},
2:=s(1) = {0} U{{0}} ={0.{0}} = {0, 1},
3:=5(2)=---={0,{0}, {0, {0}}} = {0, 1,2},
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Induktiv sieht man: fiir jede natiirliche Zahl n ist

s(n)=nu{n}

={0,..., n—1}yU{n}
={0,1,2,..., n} = Menge der Vorganger von s(n)

Nun miissen nachweisen, dass die so konstruierten natiirlichen Zahlen eine Menge bilden
— das folgt nicht direkt aus ZFC! Die erste Zutat ist:

2.8 Unendlichkeitsaxiom (prazise Fassung) Es gibt eine Menge a mit ) € a und Vx : (x €
a) » xU{x} € a.

Diese Menge a enthalt offenbar alle natiirliche Zahlen. Aus a konnen wir nun die natiirlichen
Zahlen aussondern mit Hilfe folgender Beschreibung:

Darstellung natiirlicher Zahlen durch Mengen

Wie konnen wir natiirliche Zahlen durch Mengen darstellen/“kodieren?
Definition. Eine Menge a heilst natiirliche Zahl, wenn folgendes gilt:
(N1) aist transitiv, d.h. VxVy : (x ey)A(y €a)) > x€ a

(N2) die Relation x <y < (x € y) V (x = y) ist eine totale Ordnung auf a (Reflexivitat
und Antisymmetrie sind klar; wesentlich sind Transitivitdt und Vergleichbarkeit)

(N3) jede nichtleere Teilmenge b C a hat bzgl. dieser Ordnung ein Minimum und ein
Maximum, d.h. ¥b: (b C a) = (Ix3IyVz: (z€ b) = (x < z) A (z<Yy))).

Bemerkung. Betrachten wir die Relation in (N2):
o Reflexivitat und Antisymmetrie sind klar;

e \ergleichbarkeit bedeutet
(N4) Vx,ye€a:(x#y)—=((xey)V(y€x))
e Transitivitat bedeutet Vx,y,z€ a: ((x € y)A(y € 2)) — (x € 2).
Darum kann man (N1) und (N2) ersetzen durch (N4) und

(N5) Vx,y,z€aU{a}:(xey)A(y€z)) — (x€2)
———

=s(a)
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