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17. DIE WIRKUNG DER FUNDAMENTALGRUPPE

Wir benutzen die zuvor gezeigten Hochhebungssitze, um aus einer Uberlagerung
p: Y — X mitY Hausdorffsch

Riickschliisse auf die Fundamentalgruppe von X zu ziehen. Sei stets ¥ Hausdorffsch.
Setze

Y;(<7t1(X) ={(w]) €Y xm(X):p(y) =w(0)} CY xm;(X).
Folgerung 17.1. Es gibt eine eindeutige Abbildung
Yxm(X) =Y, (n[w]) = yx[w]
so, dass y * [w] = w(1) fiir jede Hochhebung w von w mit Startpunkt y. Ferner gilt
(v [u]) s [w] =y ([u] = [w]),  falls p(y) = u(0), u(1) = w(0).

Beweis. Wohldefiniertheit folgt aus 16.8.
Ist & die Hochhebung von # mit Startpunkt y und w die Hochhebung von w mit Start-
punkt w(y), so ist i« W die Hochhebung von u * w mit Startpunkt y O

Beispiel 17.2. Wir betrachten die Uberlagerung

v U
e
v “u
der Acht X := (S~! —1)U(S' +1). Hier ist
Yo [u x V] =y [v] = vy, o [V [u] =y [u] = y-
und somit [u] * [v] # [v] * [u] in 7t (X, 0).
Wir fixieren nun ein x € X und erhalten als Einschrinkung

P ) ) (X x) = my(x), (0 [w]) >y [w]. (5)

Definition 17.3. Eine (rechte) Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge F ist eine
Abbildung F x G — F, (y,g)—y-g mit f-e= fund (f-g)-¢ = f-(gg) fiir alle
2,8 €Gund f€F.

Folgerung 17.4. (5) ist eine Gruppenwirkung.

Definition 17.5. Eine Gruppenwirkung F x G — F heifit
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e transitiv, falls fiir ein (und dann jedes) f € F die Abbildung
G—F g—f-g (6)
surjektiv ist;

o frei, falls fiir jedes f € F und g # e stets f - g # f folgt, also (6) injektiv ist.

Beispiel 17.6. (1) Sei k ein Korper und GL, (k) die Gruppe der invertierbaren n x
n-Matrizen iiber k. Dann ist die Abbildung

K" % GLy(I) = K", (A1 ... Aw)oA) > (Ag ... A)A

(Multiplikation von Zeilenvektoren mit Matrizen) eine Gruppenwirkung. Diese
ist weder transitiv noch frei, weil 0-A = 0 fiir alle A. Die Einschrinkung

K"\ {0} x GL, (k) — K"\ {0}, ((A1 ... &), A) > (Aq ... Ay)A

ist transitiv, aber im allgemeinen nicht frei.
(2) Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und y\G = {Hg: g € G} C P(G)
die Menge der Rechtsnebenklassen. Dann ist die Abbildung

#\G x G — y\G,(Hg,g') — Hgg',

eine Gruppenwirkung. Diese ist offenbar transitiv. Sie ist frei, falls H = {e},
und zum Beispiel nicht frei, falls H # {e} und G kommutativ oder H in G ein
Normalteiler ist, also Hg = gH fiir alle g € G.

Diese Eigenschaften einer Wirkung entsprechen gewissen Eigenschaften einer Uberla-
gerung. Wir benotigen folgenden Begriff:

Definition 17.7. Ein topologischer Raum X heift einfach zusammenhéngend, falls 7t; (X, x)
fiir jedes x € X trivial ist.

Satz 17.8. Die Wirkung (5) ist

(1) transitiv, wenn Y wegzusammenhdngend ist;
(2) frei, wenn'Y einfach zusammenhdingend ist.

Sind beide Bedingungen erfiillt und yo € p~1(x), so ist die Abbildung
T (X, x) = pL(x), W] — xx[w],

bijektiv.

/

Beweis. (1) Sind y,y’ € p~!(x) und w ein Weg von y nach y/, so ist y * [pow] = /.
(2) Seiy € p~!(x), [w] € 71(X,x) und W die Hochhebung von w mit Startpunkt y. Falls
y*[w] =y, als0w(1) =y, so folgt nach Annahme w ~ 1, alsow = pow~ pot, =1,. [
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Definition 17.9. Sei X wegzusammenhiingend. Wir nennen eine Uberlagerung p: Y —
X universell, falls Y wegzusammenhdngend, einfach zusammenhdngend und Hausdorffsch
ist.

Beispiel 17.10. Universelle Uberlagerungen sind zum Beispiel:
1) p: R— S t—e*™ und px p: R? — ' x S
(2) die Quotientenabbildung §" — RP” fiir n > 2 (miissen noch zeigen, dass S” ein-
fach zusammenhingend ist); insbesondere gilt fiir jedes x € RP" dann |r; (RP",x)| =
lg~!(x)| = 2 und folglich 7t; (RP",x) = {—1, 1} als Gruppe (mit Multiplikation).
(3) folgende Uberlagerung der Acht durch einen Baum, in dem jeder Knoten 4 di-
rekte Nachbarknoten hat:
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Wir erhalten somit eine Bijektion von 7; (X, x) mit der Menge F aller Worter
(=endlichen Folgen) der vier Symbole u,v,u~',v~!, die nicht « und ="' oder v
und v~! nebeneinander enthalten. Dabei ziihlen wir das leere Wort e der Linge
0 hinzu. Fiir alle xq,...,x, € {u,u~!,v,v=1} ist dann

xl"'xn:e*[xl]*"'*[xn]

und die Gruppenoperation entspricht dem Aneinanderhingen und Kiirzen von
Wortern, z.B.

uwy oyl = uuv*IM\/*lv*I.

Satz 17.11. Sei X wegzusammenhdingend, lokal wegzusammenhdngend, lokal einfach
zusammenhdéingend und Hausdorffsch. Dann besitzt X eine universelle Uberlagerung.

Beweis-Idee: Schritt 1: Wihle xg € X und definiere
Y ={wen(X):w0)=x0}, p:Y—=X, [w—wl).

Schritt 2: Tst [w] € Y und U C X eine wegzusammenhingende, einfach zusammenhin-
gende Umgebung von w(1), so setze

Vi '={[w]*[v] : v Weg in U mit v(0) = w(1)}.
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Die Mengen V,, y bilden die Basis einer Topologie auf Y (UA).
Schrirt 3: Sind w,U wie oben, so ist

p‘Vw,U . VW7U —U

bijektiv (surjektiv, weil U wegzusammenhingend ist; injektiv, weil U einfach zusam-
menéngend ist). Man zeigt nun, dass p|y, , ein Homdomorphismus ist. Dann folgt, dass
p eine Uberlagerung ist. |

Schritt 4: Y ist wegzusammenhéngend: Setze yo := [Ly,]. Sei [w] € Y. Definiere fiir jedes
t €]0,1] einen Weg [w]’ in X durch

[w]'(s) == {W@a s<t,

w(t), s>t.

Dann zeigt man: ¢ — [[w]'] ist stetig (UA); also ein Weg in Y von [t,,] nach [w].

Schritt 5: Y ist einfach zusammenhéngend: Sei s — [u,] ein Weg in ¥ mit [ug] = [1,,] =
[u1]. Dann zeigt man: (s,t) — [[us]’] ist stetig (dhnlich wie in Schritt 3), also eine Ho-
motopie zwischen dem konstanten Weg und s — [us]. O



